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毘転操作の、演算子は次のようになる.
(3) 
R(o，ゆ) = ε一向{φ)-8= e-iφSZe-iθSYeiφSz (4) 
ただし最後の表式に書き換えるときに以下の関係式を用いた.
I COS 4> sin 4> 0 ¥ I cos 0 0 
e-iφSzSeiφS z = I -sin 4>cos 4>0 I S， e -iOらs♂θら=I 0 1 




Im;o，ゆ)N = R(oヲゆ)Im)= e-iφsze-iOSYeiφSzlm) = e一件(Sz-m)e紛ら1m) (6) 




m;πぅφ)N = ε一時(Sz-m)e-iπら1m)= eーはら♂φ(Sz+m)lm)=♂2mφε 付Sy1m) (7) 
南握において 1髄にならない原因は♂2mφ の医子であることがわかるので， Im;o，ゆ)Nに
次のゲージ変換をほどこした状態 Im;8うや)Sを考えてみる.
Im;oぅφ)S = ε i2mφIm;oうゆ)N= e 材 ze-iOSYeiφ(Sz-2m)1m) =e-iφSze-iOSYe-utsz 1m) 
= ε一併zε-i(θーπ)S百εωzε-iπお1m)二二 R(o一九ゆ)Rケタ)Im) (8) 


































cos Bef =ごと iωBo+二三}う sin Bef =どとsinBo 
い)ef¥斗)L/ 仏)e釘 (12) 
方程式 (10)の解は iψ(t)RF =♂ωeffte(θeff‘0)-81ψ(0))となるので， 1ψ(t) = ε一山tSz17t( t) RF 
の関係式より静止座標系における解が求められる.



















す1.AB=εA X eB/leA x eBIとしう eAおよび、eBのなす角度を ()ABと書くことにすると，次
の関係式が得られる.
e一伽ewS _ e-iθABnAB.Se一迎賓eA.SeiBABnAB-S = e一伽eA.S (14) 
最後の式変形ではおの回転演算子が任意の自転演算子と交換することを穫った.
循環的な解が見つかったとしよう.このとき，周期Tの関に得る位相手Tをiψ(T))= 
ε-isT 17t (0) )と定義することにする.また後の便宜上，t = Tにおいてこの結果を与える
ような泣相因子e-ziFtを抜き出し，{立桔まで含めて循環的な部分Ium(t))を次式により定
義しておく.





















したがってε((} ef， 0). Sの酉有状態を見つけてやればよく，これは 1m;(}eι0)にf也ならな
い.したがって周期T=2π/1叫の間に得る位相 {}rは次式で与えられる.
{}r - 27rm品(1-守) (20) 
一般の時刻tの解をあらためて書き下すと以下のようになる.
iψ(t) 二 ε-iwtSzeωefte(θef，O).S1m; (}eι0) = e-im(ω一ωef)tIum( t)ぅ (21)
Ium(t)) = 1m; (}(のうゆ(t)= 1m; (}eιωt) (22) 
この状惑に対するエネルギ一期待植は次式で与えられる.
(ψ(t片手l(t)1ψ(t) 二 (Um(t)1 [-ωeffe( (}ef，は).S+ωSz] Ium(t)) 
二 -m(ωeff-W COS (}ef) (23) 
上記の結果は時間によらないので，動力学的位相内は単に毘期Tニ 2π/1ω|を掛ければ
得られ，幾何学的世相ちまで含めて以下の結果が得られる.
I !wl 7. I i /.¥.1.， '/.¥1 /.¥¥ .<""It. W (いJe狂¥む = 1" dt (ゃい)1的 )1ψ(t)ニ -27rm一(一-COS(}eff) (24) ん IWI¥ω/ 
斗j





U(T) ニ f2π市 sf
したがって条件を満たす初期状態として Szの囲存状態 1m)が考えられ，このとき周期
T=2π/1ωefflの関に得る位棺 {}rは次式で与えられる.
。T 二 2mztit-1) (27) 
時刻t=Tでこの位相を与える国子を括りだすと，一般の時刻tの解を次のように書くこ
とカfできる.
!ψ(t) = ε ωtSzeωd制θef，Q)-Slm)二 e-im(ω一時古河Ium(t)) (28) 








= (um(t)1 [-ωeffe( Befぅωt). S + wSz] Ium(t) 
= (ml [一ωeffe(Beιωt). S +ωeωeff附 eff，wt)-SSZeωeffte(8e古川)B]1m) 
= -m [ω'ef COS ()ef -W { cos2 ()ef +悶2()ef cos(ωefft)}] (31) 
この結果を 1扇期分積分することにより動力学的位相むと幾何学的位相f}gが得られる.
I ω込苛| ωπ I 1 W ^ ¥ む = I ~.. dt (ψ(t)1即日ψ(t)= -2πm一一 COS()efい--=COS ()ef ) (32) ん iωeff1 '-'<JU ven ¥ ωe狂/













合=fef4TMぅt). [寄附×寄伊ぅt)] (34) 
周期T=2π/レiの場合
罵期がT=2π/1ωiの場合のスピンの期待値は次のようになる.
f sin () ef COS (ωt) ¥ 






差運動である.この場合は立体角の計算式 (34)を用いずとも， n =2π治(1-cos 0 ef)と





( sin 0 [2 cos 0 cos(wt) sin2 (乎)-sin似)sin( Weft)] ¥ 
n ( 0， t)= I sin 0 [2 cos 0 sin ( wt) sin 2 (ザ)+ COS(wt) sin(ωぷ)] I 











ion δn ，~ ，1 ~，.. f Wofft ¥ 
n(O， t). I一 (0，t) xー (O，t)1 = -2(尚一 2wcos 0) sin 0 sin2円引 oO δt \~， -/ I -¥--"'H --- -~~ ~ / ----- ~--- ¥ 2 J 
これを式 (34)に代入して積分を実行すると，立体角が次のように求められる.
n =ーおと主(1-cos 0 ef)1 -~ (1 + cos 0 ef)1 iωef I ¥ ~ ~~~ ver J Lωd I






る.このとき Oefrv 00より，各時刻のスピン期待値の向きは(Oeι合(t)rv (00ぅωt)となり





















Fmk，JLv = -仇Dふ Dμ=£十九
(41) 
(42) 
持にパラメータが3成分の場合に辻， ni = fijkFjk/2を定義すると 3次元ベクトルの外讃
を使って次のように書くことができる.
nmk Vk X Amk十iA鳩 xAr蜘 (43)
ヂ /δδδ ¥T





におけるベクトルポテンシャル磁束密度との関の関係と再様の式nmk= Vk X Amkが或
り立つことがわかる.これまで見てきたスピン模型の慨において，IUmk)に相当するの辻
1m; 0，めである.パラメータを 3つにするためにダミーのパラメータ kを追加して，次の
パラメータ空間を考えてみることにする.




φぅ nmk=-;τekラ (46)k sIn θ'+" --".'" z，.2 
南極 (0=π)において Berry接続が特異的になりうまく定義できていないが，これは
Im;Oうゆ)(=1m; 0ぅ争)N)が薦握で 1悟になっていないことと関係している.この状態ベク















つくの辻外部自転磁場の向き (8ex(t)うやex(t)ニ (80ぅwt)であろう. しかし，解の循環的な









とにする.時刻t=Oから t= Tまでの経路を C，経略Cによって固まれる曲面を Sと
して，式(18)の最後の表式から幾何学的位相を直接評価してみると次のようになる.
dちg二イTd(M
r _ dk .， • _.， .， • _ . ，. r 
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分を (rlUnk入)と表すことにする.次にう IUnk入)を参考にしてう摂動のもとで γ 二 rc近傍
において良い近似解となりヲエネjんしギ一期待f葡童の近i叡E以l値ειn沈Z泌k;汐れ7








関数である. (したがって実空間における拡がりは 1/κ程度.)またんz赤 IWk，kcl2= 1 
および、んz蒜 IWk，kcl2k= kcを満たすものとする.
波束の窪標期待値は次式のように評伍することができる.
rc rv Vkr:九c，t-(zkclAnkclzkJ + i(Zkc IVkclzkJ， (53) 
[Ank]入F 二 -i(Unk入IVklunkA') (54) 




dr" dk" ， _ d 










-，-. = VkE.如十一 X (zkIOnklzk)， dt -"'-"'，' < dt 
dk 
一一=-V".Enk.". +一 XeB..， dt -  -"'，' < dt --， ] 
d. ， dk 




































クトルポテンシヤルを Aorと表すことにすると， Bloch関数(rl1tnk)= eik.r (rlunk) ，ま次
の方程式を満たす.




払=去:(-訊 -eAー はr)2十いctr (61) 
前者の摂動5Arの効果を考慮するために試行関数の構成要素に次の近似を導入する.
(rIUnk;rJ ニ et (62) 




じ c 2me 















--マふた[5B]十一×。ηbdt . '" -，.'" l - j . dt 
dk 
一一 =εE".+ ~ x e5B. dt --，. dt 




上記の方程式の意味するところを理解するために， 2つの特徴的な状況を考えてみる. 1 
つは磁場が非常に弱く B=oBである場合，もう 1つは磁場は強いがoB=Oの場合で
ある.読者の場合は， J言期ポテンシャルによる通常の Blochバンドに対して摂動を考え















州 1+よい-μ) (68) 




dk _ _ 1 
-VJT治 r+ -~~ . Vkfnk，r =一一一 [fnk，r- fF(εk)] (69) dt . rJn~ ，r I dt . ~Jn~ ，r - Tnk.r lJn~ ，r Jl' ¥'-n 
一様な場合 (fnk，r→fnkヲTnk，r→九k) には，線形花、答の範囲で次の近畝解が得られる.
dk 


























ある場合を例に量子化の仕組みを見てみよう .DI において定義される 1 価関数 jU~k) と
Dn において定義される 1 錨関数 IU~k) を考え，それらがD1nDn において，ゲージ変換
IU~k) = eidnk IU~k) により関係づけられているとしよう.このとき ， npをFermi準位以下
のバンドの指標の最大龍として， Hall伝導率を次のように書くことができる.
2 ~ r dk... _2 ~ r ) ~ I (;:~-\') Onk，z = e~ 、 /一一τ[(-i)V k X (unklV klunk) L 一向Fj(2π)2"'''ntl:，z 内Fj山
ε2 Y手 dk. (ーの [(u~kIVklu~k) -(らIVklu~k)] 
(2π)2三zJとεD戸Drr
品zidPDEdkwnk (72) 





















































~rdk ，_ C} ~rdk 
σxy ε2乞/一一jF(εk)Onk，z =ε2 L I I;~~d 2jF(Enk)Im [(マkxUnkl九州]ケ)(2π)d Jl' ¥Ln ケ)(2π)d 








































































0.nk，J-t ーす一)~ EJ-tv入nk. (¥7 kv 1'.匂 x¥7kAnk)ぅ Tk nk = ITkl (76) 
量子Hall系との対応を見るために，まずは2次元における次の例を考えてみる.バンド
交差の起こる格子運動量koにおけるバンド開請を21ム1，またぬ =k -koとしたとき，
典型的な到としてTk= (dkx， dkyヲム)Tを考えよう.このとき， Berry曲率は次のような分
布になる.







r dk r f _ ¥ n rv (-1 )η e2 n = J i-ーす fF(Enk)0.nk，zrv ¥ ;/ sgn(ム)~_ f( EnkO)・J (21r) (78) 

































(79) 会[("11 +~"I2) k2 - 2"12 (k . 8)2]守ik









































































σSz 二 lJZ 二三三(3k~H -k~H) ・







σSz 二 ldz= 三一(k~H _ k~H) ・










に伝搬する.実験的にも HgTeの量子井戸中の2次元電子系において観測されている [78]. 
しかもこの位椙不変量は 3次元系に対しでも拡張できるため，位相幾何学的に安定な表


























トルとする.この解は 1価関数になっていないが，次のゲージ変換を考えればek= kjk 
が単位球面の南極また辻北極以外で 1倍となる解 Uk土)Nまたは IUk土)8が得られる.




A~ = M~AkMk -íM~Vk!vfk ぅ n~ =M~nkMk ぅ (91)
|山 = Al~lzk) ， Mk二位plJσ31 (叫1-2 -.， 1 
? ???
「第54司物性若手夏の学校 (2009年度)J 




1 r s ， 1 
(WlsIW)主同ISk/Zk)ぅ Skニ;I _ (σle(} +σ2eφ)+σ向!ぅ (93) 
L. Iξk I 
(1匂'k土)Nに対してはsf=Mishλfk)したがって IZk)= (1， O)Tと(0ぅl)Tは土k方向に儒
極した状態を表している.先に示した IUkλ)に対する Berry接続は
Ak 土|ム、制。|
-2klU-仇+仇)一石市φ|うー .事. (94) 
となりう Berry岳率に対して次の結果を得る.










;_， (zkl a3I zk) 一一~;: • (zkl[σleθ十σ2eolzk)ラ (97) 
2kεk dt 
む2k "" r ( dk ¥ 1 
友(ゐISklzk) = マーek. (zkl叫Zk)1 ek x ¥ ekx ~; ) 1 I-~ ¥ -<o dtJI 
1 dElo 


































Ak =一三竺f-(loA話 +σ3)eφ nk=一(lOAM+σ3)ek， (102) 1 k sin ()¥ VV.t¥.lVl I ~ v/~q;' --n k2 
ただしlOAMは整数国有値の組(l下めをもっ 2x2エルミート行列である.
したがって波束がdkjdtの力を受けて畠げられると運動方程式(56)に異常速度が現れ，






















量に荻存した効果 [91，97]に関しても，興味深い実験結果が報告されている [98，99]. 
最後に一般の内部角運動量をもった光子の角運動量保存期について，もう少し具体的
に見てみよう.緩やかに変化する屈折率分布nrを考えると，摂動を受けたエネルギーは
らc;rc= vrk (vr = 1/ηr)と表される.この結果を運動方程式(56)ー(58)に代入すると次の
ことが見て取れる.円偏光の基底において IOAMが対角形になっている場合 [97]を除きう




jint = (zkl[loAM +σ3]lzk)ek， (103) 
さらに全角運動量を次式で定義するとう式(100)が成り立つことがわかる.


























dek sin2 0 1 deo sin (J cos(J 1 
一=一一匂=-=-eφ ー= 匂=-= eφ， (105) df Ro ~(/J R ~(/J' df Ro ~(/J T 
ここで匂は実空間の円筒産標系方位角方向の基底ベクトルφとは異なることに注意され
たいベ実空間の円需産標系動径方向の基底ベクトルβの逆方向匂 =-pになっている.) 
また，光線上の点の方位角をゆとしてdfsin (J = Rodゆを用いた.速度の運動方程式を時
間の代わりにtを用いて書き査すと次のようになる.
dk ，. / ~. I ~ I ~ ¥ _， ( z Iσ31z) 
一 ek+一 x(z岡山)=eけ一一一向 (106) df -'" 'df ' ~ 1--'" 1 . I -"" kR 
したがって Imbert-Fedorovシフトの量を次のように評価することができる.
f 入sin20r 










Zl cos 01 -Z2 COS O2 Z11 cos (Jl -Z:;l cos O2 - . r~ 二
Zl COSOl十 Z2C0802T S ZJ1cose1十 ZEICOS82T 
/n2¥i11H2 
COS02 =い-これin201) ヲ 問 =εjdう Zi=立与.





2Zl sinoα 2Z2 sinoα 
I{Jp = arg rp竺 π十，、よ?ψs= argrsさ π十 ，~‘主 (110)






/叩P+ e'Ps eL'Pp - e'PS ¥ .:A'_ . 









dk. Ak二 (ks凶 ω(-:詰eo(3) = -sin必読σ3 (112) 
らせん状の光隷の軌跡を各辺dR= 2Rsindαの微小な直線からできていると考え，dRを
使って書き亘すと次のようにまとめることができる.
1 I Zl Z2 ¥ .--.. dR 
d<p = <pp -<Ps = de - 1 (一一一二)， dk.Ak二一一円


































場に対する Bloch 関数をそれぞれ IU~k入)および IU込入)と表して区別し，次のように規格
化したものを考える.
(ufkλiε|包fL入)= dn，d).入" (u込入如何ZEλ)= dn，d).A' (116) 
これらの関数は Maxwell方程式と同等の次の固有方程式の解であるとする.
ε切入jufLλi= i九 .SJU込λi，μεnkλIuネλi= -iPk . SIU~kλ) ラ (117) 












ゴニJdrr x (ι ×民) (120) 
特に波束を考えると角運動量は，中心自身の運動にともなう角運動量と中心!寄りの自転
に相当する内部角運動量に分離することができる.










(WISIW) さ (ZkISηklzk) (122) 
[SnkhN ~ [i(VU~k入 I X (Pk. Sμl九 Sーペ川U~kN)+ (u~kÀIパIU~kN)




















d. ， dk .一九)= ~;; . Ank!Zk)， 
dt 
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